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Exercice  

Partie A :	étude	du	cas	  n = 3 	

Soit	 X 	la	variable	aléatoire	suivant	la	loi	binomiale	
   B 3; p( ) 	avec	

 
p = b

a + b
.	On	pose	  q = 1− p .	

1) 
  
q = 1− p = 1− b

a + b
= a + b− b

a + b
= a

a + b
.	

	
2) 	

  

p3 + 3p2q + 3pq2 + q3 = p3 + 3p2 1− p( ) + 3p 1− p( )2
+ 1− p( )3

= p3 + 1− p( ) 3p2 + 3p 1− p( ) + 1− p( )2⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

= p3 + 1− p( ) 3p2 + 3p − 3p2 +1− 2 p + p2⎡
⎣

⎤
⎦

= p3 + 1− p( ) 1+ p + p2( )
= p3 +1+ p + p2 − p − p2 − p3

= 1 	
	

3) On	a	alors	:		

	   

p3 + 3p2q + 3pq2 + q3 = 1⇔ b
a + b

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

3

+ 3 b
a + b

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2
a

a + b
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ 3 b

a + b
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

a
a + b

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

+ a
a + b

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

3

= 1

⇔ b3 + 3b2a + 3ab2 + a3

a + b( )3 = 1

⇔ b3 + 3b2a + 3ab2 + a3 = a + b( )3

	
	
	

Partie B :	étude	du	cas	général	

Soit	 Y 	la	variable	aléatoire	suivant	la	loi	binomiale	   B n ; p( ) 	avec	  n > 0 ,	
 
p = b

a + b
	et	  q = 1− p .	

1) Pour	tout	  0 ≤ k ≤ n ,	
 
p Y = k( ) = n

k
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
pk × qn−k .	

2) On	sait	que	:	
  

p Y = k( )
k=0

n

∑ = 1 	ce	qui	revient	à	dire	que	
  

n
k

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟k=0

n

∑ pkqn−k = 1 .	
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3) On	a	alors	:		

	

  

n
k

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟k=0

n

∑ pkqn−k = 1⇔ n
k

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟k=0

n

∑ b
a + b

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

k
a

a + b
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

n−k

= 1

⇔ n
k

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟k=0

n

∑ bk

a + b( )k ×
an−k

a + b( )n−k = 1

⇔ n
k

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟k=0

n

∑ bk × an−k

a + b( )k+n−k = 1

⇔ n
k

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟k=0

n

∑ an−kbk

a + b( )n = 1

⇔ 1

a + b( )n
n
k

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟k=0

n

∑ an−kbk = 1

⇔ n
k

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟k=0

n

∑ an−kbk = a + b( )n

	

Partie C :	application	

1) Pour	  n = 2 	:	

	

  

2
k

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟k=0

2

∑ a2−kbk = a + b( )2
⇔ 2

0
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a2b0 + 2

1
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a1b1 + 2

2
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a0b2 = a + b( )2

⇔ a2 + 2ab+ b2 = a + b( )2

	

On	retrouve	l’identité	remarquable	
  

a + b( )2
.	

	
2) a/	Triangle	de	Pascal	jusqu’à	  n = 5 .	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
b/	Pour	  n = 4 	:	

						

  

4
k

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟k=0

4

∑ a4−kbk = a + b( )4
⇔ 4

0
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a4b0 + 4

1
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a3b1 + 4

2
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a2b2 + 4

3
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a1b3 + 4

4
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a0b4 = a + b( )4

⇔ a4 + 4a3b+ 6a2b2 + ab3 + b4 = a + b( )4

	

	
				Pour	  n = 5 	:	

				

  

5
k

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟k=0

5

∑ a5−kbk = a + b( )5
⇔ 5

0
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a5b0 + 5

1
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a4b1 + 5

2
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a3b2 + 5

3
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a2b3 + 5

4
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a1b4 + 5

5
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a0b5 = a + b( )5

⇔ a5 +5a4b+10a3b2 +10a2b3 +5ab4 + b5 = a + b( )5

	

	
	
	


